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Деформации канонической скобки Пуассона
для неголономных систем Чаплыгина
и Борисова –Мамаева –Фёдорова
при нулевой константе площадей. I
А.В.Цыганов
Рассматриваются неголономные системы Чаплыгина и Борисова –Мамаева –Фёдорова
в частном случае, когда фазовое пространство эквивалентно кокасательному расслоению
к двумерной сфере. Соответствующие пуассоновы структуры определяются L-тензорами
на сфере с ненулевым кручением, что является обобщением известной конструкции дефор-
маций канонических скобок Пуассона в теории Эйзенхарта –Бененти –Туриэля.
Ключевые слова: неголономная механика, шар Чаплыгина, скобки Пуассона
1. Введение
Следуя [1], рассмотрим динамически несимметричное уравновешенное твердое тело
со сферической поверхностью, которое катится без проскальзывания по поверхности вто-
рой неподвижной сферы радиуса a. В подвижной системе координат, связанной с главными
осями шара, угловой момент шара относительно точки касания имеет вид
M = (I + dE)ω − d(γ, ω)γ, d = mb2. (1.1)
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Здесь ω — вектор угловой скорости, m — масса, I = diag(I1, I2, I3) — тензор инерции и b —
радиус подвижной сферы, γ = (γ1, γ2, γ3) — единичный вектор нормали к сфере в точке
контакта, а E — единичная матрица. Скобки (. , . ) обозначают обычное скалярное произве-
дение трехмерных векторов.
Отношение (1.1) можно переписать следующим образом:
ω =
(
A + d g(γ)A
(






















Уравнения движения зависят от отношения радиусов сфер κ = a/(a + b)
M˙ = M × ω, γ˙ = κγ × ω, (1.4)
где × обозначает векторное произведение. При любом κ уравнения движения (1.4) обладают
интегралами движения




g(γ) dγ dM. (1.6)
Если κ = ±1, то существует еще один интеграл движения





⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = trA−1 + (κ− 1)A−1. (1.7)
При κ = 1 мы получаем систему Чаплыгина [7], описывающую качение без проскальзыва-
ния динамически несимметричного уравновешенного шара по неподвижной горизонтальной
плоскости. Для данной системы в работах [2, 4] построена пуассонова структура, приводя-
щая уравнения движения к конформно-гамильтоновой форме.
При κ = −1 интегрируемость уравнений движения была доказана в работе [1], а явные
квадратуры предъявлены в [5]. Данную систему мы и будем называть системой Борисова –
Мамаева –Фёдорова или, для краткости, БМФ-системой, так как в работе [1] были найдены
интегралы движения, а в [5] построены переменные разделения, квадратуры, проведен ка-
чественный и бифуркационный анализ данной системы.
При d = 0 и κ = ±1 уравнения движения (1.4) описывают волчок Эйлера и его моди-
фикации [1, 4, 5], которые являются гамильтоновыми интегрируемыми системами с извест-
ными скобками Пуассона.
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При (γ, γ) = 1, используя соотношение (1.1)
M = Iω − dγ × (γ × ω), (1.8)
интегралы движения можно переписать в следующем виде:
H1 = (M,ω) = (ω,Jω) + d(γ, ω)2,
H2 = (M,M) = (Jω,Jω) + 2d(Jω, γ)(γ, ω) + d2(γ, ω)2,
(1.9)
где J = A−1. Интегралы движения (1.9) отличаются от формулы (2.4) из работы [5], так
же как и знак перед d в определении M (1.8).
Все основные результаты работ [3–5] были получены с помощью так называемой проце-
дуры гамильтонизации по Чаплыгину, которая состоит из следующей последовательности
преобразований:
1. перейти от исходных шести уравнений движения (1.4) к двум уравнениям движения
на двумерном конфигурационном пространстве (сфере Пуассона), используя сфероко-
нические координаты u, v;
2. с помощью замены времени привести эти два уравнения на конфигурационном про-
странстве к гамильтоновым уравнениям;
3. изменив координаты u, v на u′, v′, переписать полученные после замены времени урав-
нения на конфигурационном пространстве в форме Лагранжа;
4. используя уравнения Лагранжа, ввести дополнительные лагранжевы переменные p′u
и p′v и, тем самым, получить новую гамильтонову систему на новом фазовом простран-
стве;
5. изучить свойства полученной новой системы и попытаться перенести полученную ин-
формацию на исходную неголономную систему.
Нисколько не умаляя достоинств данного метода, заметим, что, даже для гамильтоновых
интегрируемых систем, замены времени общего вида подчас полностью меняют все геомет-
рические характеристики системы, такие как инвариантная мера, лагранжево расслоение,
пуассонова структура, переменные разделения, уравнение Лакса, классическая r-матрица
и т. д. (см., например, [10, 12, 14] и ссылки в этих работах). Для неголономных систем
подобные явные и неявные изменения инвариантных характеристик динамических систем
подробно обсуждаются в работе [9].
Поэтому нашей первой целью в данной работе является воспроизведение полученных
ранее в [3–5] координат разделения при помощи совершенно другого метода вычислений.
Тем самым мы докажем, что в процессе гамильтонизации по Чаплыгину используются «хо-
рошие» в некотором смысле преобразования времени. Второй нашей целью является изу-
чение структур бивекторов Пуассона, связанных с неголономными системами, в частности
получение деформаций конструкции Туриэля [19], которые никогда ранее не встречались
при изучении гамильтоновых систем.
Именно по этой причине для данной нам системы уравнений (1.4) мы предлагаем от-
казаться от замены времени и, вместо этого, решать уравнения
PdC1,2 = 0, (PdH1, dH2) ≡ {H1,H2} = 0, [P,P ] = 0, (1.10)
где [. , . ] — скобка Схоутена, относительно неизвестного нам бивектора Пуассона P .
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Система уравнений (1.10) даже при C2 = 0 имеет бесконечно много решений [13, 17].
Таким образом, для того чтобы конструктивно получить хоть одно решение, мы будем
вынуждены отказаться от инвариантности и искусственно сузить пространство поиска ре-
шений.
1.1. Сферические координаты
Для того чтобы сузить пространство поиска, мы воспользуемся концепцией бивекто-
ров Пуассона натурального вида на римановых многообразиях [17]. Для этого мы перей-
дем от исходного фазового пространства к кокасательному расслоению к единичной сфере
Пуассона.
Уравнения (1.4) инвариантны к преобразованию γ → aγ. Это позволяет нам использо-
вать сферу Пуассона единичного радиуса в качестве конфигурационного пространства и,
тем самым, избежать решения первых двух уравнений P dC1,2 = 0 системы (1.10), исполь-
зуя немного измененные переменные Эйлера
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C1 = (γ, γ) = 1, C2 = (γ,BM) = pψ.
Оставшиеся в системе (1.10) уравнения по-прежнему имеют бесконечно много решений [13].
Для того чтобы найти хоть одно частное решение, мы положим
C2 = (γ,BM) = pψ = 0. (1.12)
В этом случае интегралы движения H1,2 (1.5) являются функциями натурального вида,
и поэтому мы можем воспользоваться концепцией бивекторов Пуассона натурального ви-
да [17].
Если κ = 1, то координаты (φ, θ) в (1.11) являются обычными сферическими коорди-
натами на поверхности единичной сферы S2, так как в этом случае можно положить
κ = 1, b1 = b2 = b3 = trA−1 = 1.
При κ = −1 мы будем использовать параметры bk вместо Ik, Jk и ak для того, чтобы
получить более менее компактные выражения. Например,









После замены координат (1.11), при κ = ±1 мы получаем две динамические системы
на общем четырехмерном фазовом пространстве M, которое топологически эквивалентно
кокасательному расслоению T ∗S2 к единичной сфере. Для того чтобы проиллюстрировать
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разницу между системой Чаплыгина и БМФ-системой, мы выпишем по одному уравнению
движения
κ = 1, θ˙ =





− g(a3 − a1 sin






g(a1 − a2)2 sin2 2φ sin2 θ
4
+ a1 cos2 φ + a2 sin2 φ
)
pθ,
κ = 1, θ˙ =
1
b1b2(b1 + b3)(b2 + b3)
[(
b3(b1 − b2) sin 2φ cos θ
sin θ
−
− g(b1 − b2)
(
b3(b21 cos
2 φ + b22 sin
2 φ)− b21b22
)
sin 2φ sin 2θ







b3(b1 sin2 φ + b2 cos2 φ) + b1b2
)− gb3(b1 − b2)2




и предъявим выражения для второго интеграла движения в сферических координатах:






κ = −1, H2 =
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Очевидно, что любые вычисления для БМФ-системы требуют значительно бо´льших усилий
и вычислительных ресурсов по сравнению с системой Чаплыгина.
2. Инвариантные формы объема и скобки Пуассона
Рассмотрим гладкое симплектическое многообразие M с симплектической формой Ω,
которая в терминах координат Дарбу
z = (q, p) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)
имеет стандартный вид
Ω = dp1 ∧ dq1 + . . . dpn ∧ dqn. (2.1)
По теореме Лиувилля, форма объема Ω2 инвариантна относительно любых гамильтоновых
диффеоморфизмов многообразия M.
Для любой другой инвариантной относительно гамильтоновых потоков формы объе-
ма μ на том же самом многообразии M, мы можем найти соответствующую ей симплекти-
ческую форму Ωμ, взяв формальный квадратный корень из μ, так как
μ = Ω2μ. (2.2)
В рассматриваемом нами случае инвариантная форма μ = √g λ (1.6) инвариантна относи-
тельно негамильтонового потока (1.4), и поэтому мы получим различные деформации фор-
мального корня (2.2). Для описания этих деформаций нам будет удобнее работать не с сим-
плектическими формами, а с соответствующими им бивекторами Пуассона.
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Для этого мы перепишем канонический бивектор Пуассона P , отвечающий форме
Ω (2.1), в следующем тензорном виде:
P =













где L является единичным (1,1) тензорным полем на конфигурационном пространстве.
Мы используем это несколько непривычное определение по нескольким причинам. На-
пример, согласно [19], любое (1,1) тензорное поле с нулевым кручением L′(q1, . . . , qn) на кон-
фигурационном пространстве Q с координатами q1, . . . , qn задает бивектор Пуассона P ′


















Соответствующие скобки Пуассона имеют вид












Равенство нулю кручения поля L′ необходимо и достаточно для того, чтобы бивектор P ′
(2.4) был бивектором Пуассон, совместным с каноническим бивектором P , т. е.
[P,P ] = [P ′, P ] = [P ′, P ′] = 0.
Напомним, что тензорное (1,1) поле A имеет нулевое кручение, если
TA(X,Y ) ≡ LAX AY −A
(
LAX Y + LAY X −ALX Y
)
= 0, ∀X,Y
для всех векторных полей X,Y . Здесь L — производная Ли.
Одна из возможных деформаций конструкции Туриэля [19] предложена в работе [17]
и связана с изучением систем со старшими по импульсам интегралами движения. Далее мы
рассмотрим другие деформации данной конструкции, возникающие и для системы Чаплы-
гина, и для БМФ-системы.
В нашем случае n = 2 и в качестве переменных Дарбу на фазовом пространстве M =
= T ∗S2 мы будем использовать стандартные сферические координаты (1.11):
q1 = φ, q2 = θ, p1 = pφ, p2 = pθ. (2.5)
Если d = 0 и κ = ±1, то мы имеет гамильтоновы системы с постоянной инвариантной
мерой, так что в обоих случаях уравнения движения H1,2 (1.5) находятся в инволюции
относительно канонических скобок Пуассона
{H1,H2} = (PdH1, dH2) = 0, d = 0, κ = ±1,
где P — канонический бивектор Пуассона (2.3). Именно эти скобки мы должны получать
в пределе d→ 0 и для системы Чаплыгина, и для БМФ-системы.
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2.1. Случай κ = 1
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∗ 0 0 1









∗ ∗ ∗ 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.7)
Замечание 1. Это выражение для бивектора Пуассона можно связать с хорошо известным
правилом преобразования модулярных векторных полей
Xgμ = Xμ −Xln g,
отвечающих формам объема μ и ν = gμ [8, 20].
Замечание 2. В пределе d → 0 функция g → 1 стремится к единице и, тем самым, как
и положено, в пределе мы получаем исходный канонический бивектор Пуассона Pg → P .
В терминах исходных физических переменных (γ,M) бивектор Пуассона Pg (2.7) был
получен в работе [2]. Там же можно найти следующее
Предложение 1 ([2]). Интегралы движения H1,2 (1.5) находятся в инволюции от-
носительно скобок Пуассона, задаваемых бивектором Пуассона Pg,
{H1,H2}g = 0, d > 0, κ = 1.
Соответствующая форма объема
ν = P−2g = −2g dqdp




zk = {H1, zk}g, k = 1, . . . , 4.
Старое и новое время связаны следующим образом:
dtg  √g dt, (2.8)








Подобное преобразование времени (2.8) было предложено Чаплыгиным [7]. В настоящее
время подобный процесс замены времени для неголономных систем часто называется га-
мильтонизацией (см. [2, 4, 5, 9]).
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Замечание 3. Одним из наиболее важных глобальных инваринтов пуассоновых многообра-
зий является модулярный класс. Этот инвариант описывает препятствия к существованию меры
на пуассоновом многообразииM, которая была бы инвариантна относительно всех гамильтоновых
диффеоморфизмов [8, 20]. Фактически же этот класс описывает и препятствия к гамильтонизации
динамических систем на пуассоновом многообразииM.
Для пуассонова многообразия M с бивектором Пуассона P соответствующий модулярный
класс является элементом первой группы пуассоновых когомологий. В разделе 3 мы предъявим
некоторые элементы второй группы пуассоновых когомологий P ′, которые позволят нам найти опе-
раторы рекурсии и переменные разделения без замены времени.
2.2. Случай κ = −1
Легко проверить, что при κ = −1 интегралы движения H1,2 (1.5) не коммутируют
относительно скобок Пуассона, отвечающих бивектору Pg (2.7),
{H1,H2}g = 0, d > 0, κ = −1,
несмотря на то, что инвариантная форма (1.6) не зависит от κ. Таким образом, нам придется
найти другую деформацию канонических скобок Пуассона, применимую к БМФ-системе.
Попробуем решить наши уравнения
(PdH1, dH2) ≡ {H1,H2} = 0, [P,P ] = 0 (2.10)
методом грубой силы, используя для решения сходную с (2.7) подстановку
P =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 f(φ, θ) 0
∗ 0 0 h(φ, θ)
∗ ∗ 0 u(φ, θ) pφ + v(φ, θ) pθ
∗ ∗ ∗ 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Решая полученную таким образом переопределенную систему алгебро-дифференциальных
уравнений, мы получим
Предложение 2. При κ = −1 интегралы движения H1,2 (1.5) находятся в инволю-























0 1 + η
⎞⎟⎠ (2.12)
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(b1 + b2)− 2d
) .
Тензорное поле Lη можно считать дополнительной деформацией поля Lg (2.6) для си-




η = 0, и lim
d→0
Pη = P.
Кроме этого, η = 0 для осесимметричного шара при b3 = b1 или b3 = b2. Физический
смысл функции η(θ), равно как и геометрическая природа деформации (2.11), нам пока
не известны.





0 0 1 0
∗ 0 0 (1 + η)






















Новая форма объема νη инвариантна относительно соответствующего гамильтонова потока
с новым временем tη
d
dtη
zk = {H1, zk}η , k = 1, . . . , 4.
Соотношение между новым и старым временем значительно сложнее, чем в случае Чаплы-














{H2, zk}η , (2.13)






b3(b1 cos2 φ + b2 sin2 φ)− b1b2
)




b3(b1 cos2 φ + b2 sin2 φ)− b1b2
(b1 − b3)(b2 − b3) .
(2.14)
Полученные результаты отличаются от результатов работ [4, 5], так как мы рассматриваем
разные с геометрической точки зрения математические задачи, связанные нетривиальным
преобразованием времени (см. дискуссию в [9]).
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3. Вторые скобки Пуассона
В данном разделе мы построим другие решения P ′ тех же самых уравнений (1.10),
(2.10), которые совместны с решениями P , полученными ранее:
[P,P ′] = 0.
Совместные бивекторы Пуассона P ′ являются 2-коциклами в когомологии Пуассона на мно-
гообразии M с бивектором P , тогда как производные Ли от P вдоль векторного поля X
P ′ = LXP
являются 2-кограницами. Поэтому для того чтобы получить следующие частные решения
уравнений (1.10), (2.10), мы будем использовать производные Ли вдоль векторных полей
X специального вида с линейными по импульсам компонентами.
В общем случае уравнения движения относительно второй скобки Пуассона имеют вид
d
dt
zk = s1 {H1, zk}′ + s2 {H2, zk}′, (3.1)
где s1,2 — некоторые функции от динамических переменных.
Если s1 = 0 и s2 = const, то система называется бигамильтоновой. Если оставить только
условие s1 = 0, то система называется квазибигамильтоновой. В общем случае при s1 =
= 0 такие системы называют биинтегрируемыми [13, 17]. Таким образом, уравнения (2.13)
для БМФ-системы являются абсолютно стандартными с точки зрения бигамильтоновой
геометрии.
3.1. Случай d = 0 и κ = 1
Если d = 0 и κ = 1, то интегралы движения H1,2 (1.5) находятся в биинволюции
{H1,H2} = {H1,H2}′ = 0, d = 0
относительно пары совместных скобок Пуассона, задаваемых каноническим бивектором P
(2.3) и бивектором P ′ вида (2.4), где тензорное (1,1) поле L′ с нулевым кручением имеет
вид [17]
L′ =
⎛⎜⎝ a1 cos2 φ + a2 sin2 φ (a1 − a2) sin 2φ2 cos θsin θ(a1 − a2) sin 2φ
2
cos θ sin θ a3 sin2 θ + (a1 sin2 φ + a2 cos2 φ) cos2 θ
⎞⎟⎠. (3.2)
Данное второе решение P ′ (2.4) уравнений (1.10), (2.10) можно представить в виде произ-
водной Ли P ′ = LY P от первого решения P вдоль векторного поля Y =
∑
Y j∂j с компо-
нентами







Здесь L′ — транспонированная матрица L′.
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Замечание 4. Соответствующая форма объема λ′ = P ′−2 инвариантна относительно гамиль-
тонова потока с новым временем
d
dt′
zk = {H1, zk}′, k = 1, . . . , 4.
Соответствующее преобразование времени t → t′ для второй скобки Пуассона выглядит точно
так же, как гамильтонизация БМФ-системы, так как исходные гамильтоновы уравнения движения
относительно второй скобки имеют вид (3.1).
Собственные значения u, v оператора рекурсии N = P ′P−1 являются корнями харак-
теристического полинома
B(λ) = (λ− u)(λ− v) = λ2 − tr (L′L−1) λ + detL′
detL
= 0. (3.4)
Естественно, что эти собственные значения u, v являются обычными эллиптическими коор-
динатами на сфере
(λ− u)(λ− v)







3.2. Случай d = 0 и κ = −1
В случае κ = −1 интегралы движенияH1,2 (1.5) находятся в биинволюции относительно
канонической скобки и скобки, отвечающей бивектору P̂ ′ вида (2.4), где поле L̂′ совпадает
с L′ после замены параметров ai на ci = ai/bi:
L̂′ =
⎛⎜⎝ c1 cos2 φ + c2 sin2 φ (c1 − c2) sin 2φ2 cos θsin θ(c1 − c2) sin 2φ
2
cos θ sin θ c3 sin2 θ + (c1 sin2 φ + c2 cos2 φ) cos2 θ
⎞⎟⎠. (3.5)
Собственные значения оператора рекурсии N̂ = P̂ ′P−1 совпадают с эллиптическими коор-
динатами на сфере, определенными стандартным образом:
γi =
√
(u− ci)(v − ci)











(ci − u)pu − (ci − v)pv
)
, (3.7)
где εijm — полностью антисимметричный тензор. В терминах переменных разделения би-
векторы Пуассона имеют вид
P =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, P ′ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 u 0
0 0 0 v
−u 0 0 0
0 −v 0 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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0 0 0 0 b1b3γ3 −b1b2γ2
∗ 0 0 −b2b3γ3 0 b2b1γ1
∗ ∗ 0 b3b2γ2 −b3b1γ1 0
∗ ∗ ∗ 0 b23 M3 −b22 M2
∗ ∗ ∗ ∗ 0 b21 M1
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.8)
Конечно, любые функции f1(u) и f2(v) также являются переменными разделения, т. е.
тривиальное точечное преобразование координат
u→ f1(u), v → f2(v) (3.9)
сохраняет свойство разделимости распределения, задаваемого интегралами H1,2. Соглас-
но [13], с помощью таких преобразований мы можем построить бесконечное множество
различных линейных по импульсам бивекторов Пуассона вида (2.4)
P ′ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 f1(u) 0
0 0 0 f2(v)
−f1(u) 0 0 0
0 −f2(v) 0 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.











ζ = cos2 θ +
b3(b2 + b1) cos4 θ(






b1b2 + b3(b1 sin2 φ + b2 cos2 φ)
− cos
2 θ − cosφ cos2 θ + cos2 φ
b1(b2 + b2)
+
cosφ− cos2 φ cos2 θ − 1
b2(b1 + b3)
,




ub1(b2 + b3)− 2
)(
ub2(b1 + b3)− 2
)
ub1b2(b1 + b3)(b2 + b3)
(





vb1(b2 + b3)− 2
)(
vb2(b1 + b3)− 2
)
vb1b2(b1 + b3)(b2 + b3)
(
vb3(b1 + b2)− 2
) .
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Подобные точечные преобразования координат разделения изменяют не только второй би-
вектор P̂ ′, но и коэффициенты s1,2 в уравнении (3.1). Естественно, что при этом некоторые
геометрические характеристики динамической системы остаются инвариантными.
Предложение 3. При d = 0 и κ = −1 не существует ненулевого линейного по момен-
там бивектора P̂ ′′, совместного с каноническим, с помощью которого исходные уравнения
движения (1.4) можно представить в форме (3.1) с s1 = 0.
Данное предложение можно доказать, добавив уравнения (3.1) с s1 = 0 и условие сов-
местности скобок к исходным уравнениям (1.10), (2.10). Подставляя в полученную таким
образом систему линейный по моментам анзац для бивектора Пуассона, мы получим пере-
определенную систему уравнений, имеющую единственное нулевое решение.
Замечание 5. Согласно [1], при d = 0 динамические системы с κ = ±1 связаны друг с другом
пуассоновым отображением M → BM и заменой времени
t→ −t.
Тем не менее, даже такая на первый взгляд безобидная замена знака у переменной времени приво-
дит к потере свойства бигамильтоновости уравнений движения относительно исходных интегралов
движения (см. предложение 3).
3.3. Система Чаплыгина, κ = 1









, i = 1, 2, 3, (3.10)
где Ag — 3× 3-матрица
Ag = A + dg(γ)A
(
γ ⊗ γ)A,
входящая в выражение угловой скорости (1.2) через момент M .
Предложение 4 ([18]). Производная Ли бивектора Пуассона Pg (2.7) вдоль вектор-
ного поля X (3.10) является необходимым нам вторым решением уравнений (1.10), (2.10)
P ′g = LX Pg, (3.11)
так что интегралы движения H1,2 (1.5) находятся в биинволюции
{H1,H2}g = {H1,H2}′g = 0 (3.12)
относительно пары совместных скобок Пуассона.
На четырехмерном редуцированном пространстве данная производная выглядит немно-
го сложнее. Используя сферические координаты, данный бивектор можно представить в ви-
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Аналогично тензорному полю Lη (2.12) для первой скобки в случае Борисова –Мамаева –







⎛⎜⎝a1a2 − a3(a1 cos2 φ + a2 sin2 φ) 0
0 −a23 + a3(a1 sin2 φ + a2 cos2 φ)
⎞⎟⎠
также имеет ненулевое кручение.
Явные выражения для функций xki, ykj, которые зависят только от координат φ, θ,
проще всего получить с помощью определения (3.11), которое в сферических координатах
выглядит следующим образом:








 — транспонированная матрица L′g.
Используя полученную вторую скобку Пуассона для системы Чаплыгина, мы можем












s1 = −1− da3 + a
2
3 sin
2 θ − (a3(a1 + a2)− a1a2) cos2 θ − d(da1a2 − a1 − a2)a23
da1a2a3 − a1a2 cos2 θ − a3(a1 cos2 φ + a2 sin2 φ) sin2 θ
.
Собственные значения ug, vg оператора рекурсии Ng = P ′gP−1g определяются следующим
образом:
(λ− ug)(λ− vg)










Эти собственные значение совпадают с переменными разделения, полученными Чаплыги-
ным в работе [7].
Как и ранее, преобразования переменных, сохраняющие первую скобку Пуассона, т. е.
канонические преобразования, изменяют вторую скобку Пуассона. Эти преобразования
можно использовать для того, чтобы доказать, что система Чаплыгина является квазиби-
гамильтоновой или конформно-гамильтоновой относительно второго интеграла движения,
так как при d = 0 соответствующий волчок Эйлера является бигамильтоновой системой.












ζ = da1a2a3 + a1a2 cos2 θ + a3(a1 cos2 φ + a2 sin2 φ) sin2 θ,
ρ1 =
(




da3 − cos2 φ sin2 θ − 1
)
a2 − a3 sin2 θ,
ρ2 = ρ1 + d sin2 θ(a1 − a3)(a2 − a3).
Подставляя это тензорное поле в определение (3.14), мы получим бивектор Пуассона P ′′g ,
совместный с бивектором Pg (2.7).
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА 2011. T. 7. №3. С. 577–599
Деформации канонической скобки Пуассона для неголономных систем 591








{H1, zk}g = (1− da3)g2 {H2, zk}
′′
g , (3.18)
где скобка Пуассона {. , . }′′g задается бивектором P ′′g .
Таким образом для неголономной системы Чаплыгина уравнения движения являются
конформно-гамильтоновыми как относительно первой скобки {. , . }g и первого интеграла
движения H1 (2.9), так и относительно второй скобки {. , . }′′g и второго интеграла движения
H2 (3.18).
3.4. БМФ-система, κ = −1
Как и ранее, при κ = −1 существует много линейных по моментам решений урав-
нений (2.10), связанных друг с другом точечными преобразованиями координат, которые
достаточно тривиально выглядят в терминах собственных значений оператора рекурсии
λi → fi(λi).
























0 (1 + η)α +
2η(b1 + b2 + b3)
(b1 + b2)(b1 + b3)(b2 + b3)
⎞⎟⎠
⎤⎥⎦, (3.20)
где α — произвольное число. В общем случае это поле имеет ненулевое кручение.
Как и ранее, мы не выписываем явно функции xki, ykj, зависящие от переменных φ, θ,
так как эти функции можно легко восстановить из другого определения данного бивектора
P ′η = LZ Pη. В отличие от определения второго бивектора для системы Чаплыгина (3.14),











Легко заметить, что и для системы Чаплыгина, и для БМФ-системы компоненты вектор-





⎞⎟⎠ z, σ = g, η,
где Z — вектор, составленный из компонент векторного поля, а z — вектор, составленный
из координат Дарбу. Геометрическая природа этой конструкции пока не совсем понятна.
Итак, для БМФ-системы мы имеем пару совместных пуассоновых структур на много-
образии M и, следовательно, данное многообразие является бигамильтоновым.
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Предложение 6. При κ = −1 интегралы движения H1,2 (1.5) находятся в биинво-
люции
{H1,H2}η = {H1,H2}′η = 0, (3.22)
относительно совместных скобок Пуассона, отвечающих бивекторам Pη и P ′η.
Используя эти вторые скобки Пуассона, мы можем переписать исходные уравнения
движения в стандартном виде (3.1) с довольно громоздкими коэффициентами s1,2.
При α = 0 в определении (3.20) собственные значения uη и vη соответствующего опе-
ратора рекурсии Nη = P ′ηP−1η удовлетворяют соотношению
(λ− uη)(λ− vη)









λ− c3 − δ
)
, (3.23)
в которое входят две константы
β = 1− 2d(b1 − b3)(b2 − b3)
b3(b3 − 2d)(b1 + b2) + 2db1b2 ,
δ =
4d
b3(b3 − 2d)(b1 + b2) + 2db1b2
b1b2(b1 − b3)(b2 − b3)
b3(b1 + b2)(b1 + b3)(b2 + b3)
(3.24)
и функция от переменной θ = arccos γ3
ζ(γ) = 1− 2d(b1 − b3)(b2 − b3)
b3(b3 − 2d)(b1 + b2) + 2db1b2 γ
2
3 .
При d = 0 данные собственные значения совпадают с эллиптическими координатами на сфе-
ре (3.6), которые являются переменными разделения для соответствующего уравнения Га-
мильтона –Якоби.
Предложение 7. При d = 0 переменные разделения q1,2 из работы [5], связаны с полу-
ченными нами собственными значениями оператора рекурсии uη и vη (3.23) тривиальным
точечным преобразованием вида (3.9).
Действительно, если мы возьмем определение переменных разделения q1,2 из работы [5,




(Ji − d)JjJk G(q1, q2)
√
(q1 − ci)(q2 − ci)
(cj − ci)(ck − ci) (3.25)
где
G(q1, q2) =
(b1 + b2 − 2d)(b1 + b3 − 2d)(b2 + b3 − 2d)
(b1 + b2)(b1 + b3)(b2 + b3)
g,
и подставим эти выражения в определение собственных значений uη и vη оператора рекур-
сии, то мы получим




b33 + (b1 + b2 − 2d)b23 + b1b2b3 + 2db1b2
)
q− 4d
(b1 + b3)(b2 + b3)
(
d(b1b2q− 2) + b3
) .
Соответствующее этим переменным тензорное поле L′η в определении бивектора Пуассона
вида (3.19) выглядит немного сложнее используемого нами поля (3.20).
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4. Разделение переменных
Под разделением переменных в бигамильтоновой геометрии понимают не разделение
переменных в уравнении Гамильтона –Якоби (дифференциальном уравнении в частных
производных), а геометрическое свойство лагранжева распределения, задаваемого интегра-
лами движения H1, . . . ,Hn в инволюции. По определению, переменные разделения
(q1, . . . , qn,p1, . . . ,pn) являются каноническими переменными
{qi, qk} = {pi,pk} = 0, {qi,pk} = δik (4.1)
относительно исходной кинематической скобки Пуассона и удовлетворяют невырожденной
системе из n разделенных уравнений






связывающих каждую пару переменных (qi,pi) с интегралами движения H1, . . . ,Hn; т. е.
в этом случае поверхности уровня интегралов H1, . . . ,Hn образуют слоение, каждый лист
которого представим в виде прямого произведения одномерных геометрических объектов,
задаваемых уравнениями (4.2).
Условие (4.2) является необходимым и достаточным для того, чтобы интегралы движе-
ния находились в инволюции относительно множества совместных скобок Пуассона вида
{pi, qj}f = δij fj(pj, qj), {pi,pj}f = {qi, qj}f = 0, (4.3)
где f1, . . . , fn — произвольные функции [13]. Впервые в явной форме такое определение
разделимости возникло в доказательстве Лагранжа теоремы Якоби.
Таким образом, после построения собственных значений оператора рекурсии q1, . . . , qn,
которые и являются переменными разделения или переменными Дарбу –Нийенхейса, необ-
ходимо построить канонически сопряженные им импульсы p1, . . . ,pn и разделенные урав-
нения.
В методе гамильтонизации для определения сопряженных моментов используется пол-




Sj(qj , α1, . . . , αn) (4.4)
после замены времени. Именно на этом шаге метод гамильтонизации иногда приводит
к не совсем корректным результатом, так как скобка Пуассона между полученными та-
ким способом координатами и импульсами будет не канонической (4.1), а одной из более
общих скобок вида (4.3).






(cj − q1)(cj − q2)
√
(ck − q1)(ck − q2)
2
√





(q1 − cj)(q1 − ck)
− p2
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При d = 0 переменные q1,2 (3.25) совпадают c обычными эллиптическими координатами
на сфере u, v (3.6), а соответствующие им моменты
p1 = φ(u)pu, p2 = φ(v)pv (4.6)
отличаются от стандартных канонических переменных pu и pv (3.7).
Отсюда следует, что в итоге процесса гамильтонизации авторы получили переменные
q1,2 и p1,2, не являющиеся каноническими переменными относительно кинематической скоб-
ки исходной физической модели, которая при d = 0 имеет вид (3.8).
Замечание 6. Даже при d = 0, подставляя γi (3.25) и Mi (4.5) в выражение для интеграла
площадей C2 =
∑
biγiMi, мы не получим требуемого C2 = 0, но это, по-видимому, просто какая-то
опечатка в [5].
4.1. Система Чаплыгина, κ = 1
Следуя [15, 16, 18], для определения канонически сопряженных переменных мы вос-
пользуемся следующей рекуррентной цепочкой значений скобок Пуассона:
φ1 = {u,Hk}g, φ2 = {u, φ1}g, . . . , φi = {u, φi−1}g, k = 1, 2. (4.7)
В нашем случае эта цепочка обрывается на третьем шаге φ3 = 0, и это означает, что оба
наши интеграла движения H1,2 являются полиномами второго порядка относительно иско-





с точностью до канонических преобразований вида pu → pu+f(u). Аналогичное вычисление
можно провести и для определения второго момента pv.















(1− daj)(1 − dak)
(1− du)(1− dv) ·
√
(u− ai)(v − ai)
(aj − ai)(am − ai) , i = j = k,
полученное из (3.16), к (4.9), мы получим выражения исходных физических переменных
в терминах канонических переменных разделения.
Подставляя выражения в определения интегралов движения H1,2 (1.5), легко доказать,
что переменные разделения для системы Чаплыгина лежат на двух копиях гиперэллипти-
ческой кривой рода 2, задаваемой разделенным уравнением
4(1 − dx)(a1 − x)(a2 − x)(a3 − x) y2 − xH2 + H1 = 0, x = u, v, y = pu,pv. (4.10)
Легко проверить, что при d = 0 мы получаем стандартные эллиптические переменные
на T ∗S и стандартные разделенные уравнения для волчка Эйлера.
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА 2011. T. 7. №3. С. 577–599
Деформации канонической скобки Пуассона для неголономных систем 595
4.2. БМФ-система, κ = −1
Возьмем координаты q1,2 и найдем канонически сопряженные им моменты p1,2 (4.1)
относительно первой скобки (2.11). Для этого, так же как и ранее, мы построим рекуррент-
ную цепочку функций φk (4.7), используя скобки Пуассона {. , . }η (2.11). Полученные таким
образом определения (4.6) канонических моментов можно переписать в следующем виде:
Mi =
2εijkγjγk(cj − ck)√g








p1 − (ci − q2)
(







где ci = ai/bi и
g =
(
1− d(b1 + b2 + b3 − 2d)q1
)(
1− d(b1 + b2 + b3 − 2d)q2
)




Эти выражения имеют точно такой же вид, как (4.9), и при d = 0 переходят в определение
эллиптических переменных на сфере (3.7), в отличие от выражений (4.5) из работы [5].
Подставляя γi (3.25) и эти выражения (4.11) в определения интегралов движения H1,2 (1.5),
легко доказать, что переменные разделения для БМФ-системы лежат на двух копиях ги-
перэллиптической кривой рода 2, задаваемой разделенным уравнением
4
(
1− d(2 − b1b2x)
b3
)2
(x− c1)(x− c2)(x− c3)y2 − αH2 + βH1 = 0, (4.12)
где x = q1,2, y = p1,2 и
α = db1b2b3x2 − (b1b2 + b1b3 + b2b3)x + 2,
β =
(
d(b1b2 + b1b3 + b2b3)− (b1 + b2)(b1 + b3)(b2 + b3)2
)
x + b1 + b2 + b3 − 2d.
При d = 0 эти разделенные уравнения совпадают с уравнениями для гамильтоновой систе-
мы на сфере, допускающей разделение переменных в эллиптических координатах. В этом
случае переменные разделения лежат на двух копиях эллиптической кривой.
5. Общий случай C2 = 0
В данном разделе мы кратко обсудим более общий случай, когда интеграл площадей
C2 = pψ не равен нулю.
В случае Чаплыгина при κ = 1 первое решение уравнений (1.10) линейно по всем
импульсам pφ, pθ и pψ
P˜g = Pg − d pψ
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0
√
g sin θ(a1 sin2 φ + a2 cos2 φ)
0 0 −√g sin θ(a1 sin2 φ + a2 cos2 φ) 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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где бивектор Pg (2.7) задается уравнением (2.7). В терминах исходных физических пере-
менных этот бивектор был найден в [2].
В случае Борисова –Мамаева –Фёдорова при κ = −1 решение уравнений (1.10), которое
в пределе pψ → 0 переходит в бивектор Pη (2.11), имеет значительно более сложный вид.
Для интегрирования уравнений движения при κ = 1 в работе [7] использовалось псев-
долинейное преобразование
γ → γ′ = λγ + λ′M, M →M ′ = μγ + μ′M, (5.1)
где постоянные λ, λ′ и μ, μ′ являются функциями от интегралов движения H1,2 и C1,2 (1.5),
(1.7). Согласно [6, 7], эти постоянные подбираются таким образом, чтобы и уравнения дви-
жения (1.4)
M˙ = M ×AgM, γ˙ = κγ ×AgM, (5.2)
и матрица Ag были инвариантны относительно преобразований (5.1) и, кроме этого, чтобы
удовлетворялось соотношение
C ′2 = (γ
′,M ′) = 0.
Тем самым задача сводится к предыдущей задаче, для которой разделение переменных уже
известно.
Основная проблема в том, что преобразование Чаплыгина (5.1) не является канониче-
ским, т. е. не сохраняет исходную скобку Пуассона. Например, при d = 0 уравнения (1.4)
описывают волчок Эйлера, который преобразованием (5.1) сводится к интегрируемой си-
стеме на сфере, формально допускающей разделение переменных в эллиптических коорди-
натах (3.6)–(3.7) при bi = 1.
Легко проверить, преобразование Чаплыгина (5.1) при d = 0 переводит исходный би-
вектор Пуассона на алгебре е∗(3)
P =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 γ3 −γ2
∗ 0 0 −γ3 0 γ1
∗ ∗ 0 γ2 −γ1 0
∗ ∗ ∗ 0 M3 −M2
∗ ∗ ∗ ∗ 0 M1
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
в совершенно иной бивектор
P˜ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 γ′3 −γ′2
∗ 0 0 −γ′3 0 γ′1
∗ ∗ 0 γ′2 −γ′1 0
∗ ∗ ∗ 0 M ′3 −M ′2
∗ ∗ ∗ ∗ 0 M ′1
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
− (2C1H2 + C22)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 M ′3 −M ′2 0 0 0
∗ 0 M ′1 0 0 0
∗ ∗ 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Поэтому при произвольных значениях интегралов движения
2C1H2 + C22 = 0
исходная скобка Пуассона между эллиптическими переменными не будет канонической,
например
{p′u, p′v} = 0.
Таким образом, применяя отображение Чаплыгина даже для решения уравнений волчка
Эйлера при d = 0, мы можем получить решения, отличные от известных.
Таким образом, встает вопрос о корректном разделении переменных для шара Чаплы-
гина. Если отказаться от инвариантности матрицы Ag (1.2), то можно доказать следующее
предложение.
Предложение 8. Отображение исходного фазового пространства
γ → γ′ = γ ×M|γ ×M | , M →M
′ = M, (5.3)
на кокасательное расслоение двумерной единичной сферы
C ′2 = (γ
′,M ′) = 0
сохраняет форму уравнений движения (5.2) и при d = 0 является каноническим отобра-
жением, сохраняющим исходную скобку Пуассона на алгебре e∗(3).
Данное отображение использовалось в [11] для изучения системы Стеклова –Ляпунова.
Преобразование (5.3) сохраняет форму уравнений движения, но изменяет вид матрицы
Ag (1.2) и инвариантную меру (1.6), которую необходимо просто домножить на якобиан
данного преобразования. Тем не менее, мы предполагаем, что, используя аналог векторного
поля Лиувилля (3.10), мы сможем получить вторую скобку Пуассона и соответствующие
переменные разделения для системы Чаплыгина при C2 = 0, аналогично волчку Эйлера
при d = 0.
Замечание 7. Для БМФ-системы можно построить аналогичное преобразование
γ → γ′ = γ ×BM|γ ×BM | , M →M
′ = M, (5.4)
отображающее исходное фазовое пространство на кокасательное расслоение двумерной единичной
сферы, такое, что C′2 = (γ′,BM ′) = 0.
6. Заключение
В данной работе мы воспроизвели результаты работ [1, 3, 5, 6], касающиеся построе-
ния переменных разделения, используя стандартные методы би-гамильтоновой геометрии.
Новыми результатами являются выражения для первого и второго бивекторов Пуассона
для БМФ-системы (2.11), (3.19) и второго бивектора для системы Чаплыгина (3.13), кото-
рые могут рассматриваться как пример нетривиальных деформаций схемы Туриэля, кото-
рые никогда раньше не встречались при рассмотрении гамильтоновых систем.
Кроме этого мы впервые явно предъявили разделенные уравнения (4.12) для БМФ-си-
стемы, в которые входят канонические переменные разделения. Так как алгебраические
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА 2011. T. 7. №3. С. 577–599
598 А.В.Цыганов
кривые второго рода изоморфны друг другу, то мы можем использовать кривые (4.10)
и (4.12), для построения явного преобразования, связывающего систему Чаплыгина с БМФ-си-
стемой. Мы надеемся, что это преобразование может быть использовано для построения
неизвестной пуассоновой структуры для БМФ-системы в случае C2 = 0.
В следующей работе мы покажем, как деформации скобок Пуассона могут быть ис-
пользованы для построения различных интегрируемых обобщений данных интегрируемых
систем.
Мы благодарим А.В.Борисова за неподдельный интерес к работе и ценные замечания.
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We discuss the nonholonomic Chaplygin and the Borisov –Mamaev –Fedorov systems when the
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cases Poisson bivectors are determined by L-tensors with non-zero torsion on the conﬁgurational
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